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問題 27� �
重積分∫∫

D

(x2 − y2)2dxdy (D = {(x, y) ∈ R2 | |x|+ |y| ≤ 1})

を計算せよ。� �
そのまま累次積分としても計算できる問題ですが、被積分関

数が (x2 − y2)2 = (x+ y)2(x− y)2 なので一次変換 u = x+ y,

v = x− y をすると変数が分離できます。

解答　一次変換 u = x + y, v = x − y をすると、x = u+v
2 ,

y = u−v
2 なのでヤコビアンは

det

(
xu xv

yu yv

)
= det

(
1
2

1
2

1
2 − 1

2

)
= −1

2

である。さらに積分領域 D は xy 平面の (1, 0), (0, 1), (−1, 0),

(0,−1) を頂点とする正方形で、それぞれ uv 平面の (1, 1),

(1,−1), (−1,−1), (−1, 1)に移るので、移した先の積分領域は

正方形 [−1, 1]2 である。したがって∫∫
D

(x2 − y2)2dxdy =

∫∫
[−1,1]2

u2v2
1

2
dudv

=
1

2

∫ 1

−1

u2du

∫ 1

−1

v2dv

=
1

2
· 2
3
· 2
3
=

2

9
.

よって答えは 2
9 である。

変数変換をしないで累次積分のみで解くと以下のようになり

ます。

変数変換を使わない解答　 積分領域は D = {(x, y) | −1 ≤
x ≤ 1,−1 + |x| ≤ y ≤ 1− |x|}なので、∫∫

D

(x2 − y2)2dxdy

=

∫ 1

−1

(∫ 1−|x|

−1+|x|
(y4 − 2x2y2 + x4)dy

)
dx

= 2

∫ 1

−1

(∫ 1−|x|

0

(y4 − 2x2y2 + x4)dy

)
dx

= 2

∫ 1

−1

(
1

5
(1− |x|)5 − 2

3
x2(1− |x|)3 + x4(1− |x|)

)
dx

= 4

∫ 1

0

(
1

5
(1− x)5 − 2

3
x2(1− x)3 + x4(1− x)

)
dx

= 4

(
1

30
− 2

3

(
1

3
− 3

4
+

3

5
− 1

6

)
+

1

5
− 1

6

)
=

2

9
.

よって答えは 2
9 である。



問題 28� �
広義積分 ∫ ∞

−∞
x2e−x2

dx

を 計 算 せ よ 。た だ し 、正 の 整 数 k に 対 し て

limx→∞ xke−x2

= 0は認めてよい。� �
ガウス積分

∫∞
−∞ e−x2

dxの計算と同様にすれば次のようにし

て解答できます。

解答　問題の広義積分は収束することに注意すれば、その値を

I とおくと

I2 =

∫∫
R2

x2y2e−x2−y2

dxdy.

ここで極座標変換 x = r cos θ, y = r sin θ をするとそのヤコビ

アンは r なので、

I2 =

∫ ∞

0

(∫ 2π

0

r2 cos2 θr2 sin2 θe−r2rdθ

)
dr

=

∫ ∞

0

r5e−r2dr

∫ 2π

0

cos2 θ sin2 θdθ.

あとは頑張ってこの二つの積分を計算する。まず∫
r5e−r2dr = −1

2

∫
r4(e−r2)′dr

= −1

2
r4e−r2 + 2

∫
r3e−r2dr

= −1

2
r4e−r2 −

∫
r2(e−r2)′dr

= −1

2
r4e−r2 − r2e−r2 + 2

∫
re−r2dr

= −1

2
r4e−r2 − r2e−r2 − e−r2

より ∫ ∞

0

r5e−r2dr = 1.

次に ∫ 2π

0

cos2 θ sin2 θdθ =
1

4

∫ 2π

0

sin2 2θdθ

=
1

8

∫ 2π

0

(1− cos 4θ)dθ =
π

4
.

よって I2 = 1 · π
4 = π

4 なので、答えは
√
π
2 である。

上記の通りで解答できますが、先に部分積分をすると計算が

楽になります。

別解１　 不定積分を計算すると∫
x2e−x2

dx = −1

2

∫
x(e−x2

)′dx = −1

2
xe−x2

+
1

2

∫
e−x2

dx.

よって ∫ ∞

−∞
x2e−x2

dx =
1

2

∫ ∞

−∞
e−x2

dx.

右辺の積分はガウス積分の値より
√
π なので、答えは

√
π
2 で

ある。

さらにガンマ関数に帰着させるとほとんど計算をする必要が

ありません。

別解２　 ガンマ関数

Γ(s) = 2

∫ ∞

0

e−t2t2s−1dt

に当てはめて考えると問題の積分は Γ( 32 )である。したがって

Γ

(
3

2

)
=

1

2
Γ

(
1

2

)
=

1

2

√
π.

よって答えは
√
π
2 である。


