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宿題 21� �
三角形の 3つの角をそれぞれ x, y, z とする時、

cosx+ cos y + cos z

の最大・最小を答えよ。� �
解答　この問題は x + y + z = π という束縛条件があるので

z = π − x− y として z を消去して、

f(x, y) = cosx+ cos y − cos(x+ y)

の x, y > 0, x+ y < π つまり

D = {(x, y) | x, y > 0, x+ y < π}

上での最大・最小を考えることに帰着される。D は開集合であ

ることに注意する。

f(x, y)の一階偏導関数は

fx(x, y) = − sinx+sin(x+y), fy(x, y) = − sin y+sin(x+y).

ここから (a, b) ∈ D を極大・極小となる点とすると

fx(a, b) = − sin a+ sin(a+ b) = 0,

fy(a, b) = − sin b+ sin(a+ b) = 0

を満たす。ここから sin a = sin b = sin(a + b) であり、0 <

a, b < πなので、b = aまたは b = π−aだが後者は sin(a+b) =

0 となり不適。よって a = b で、sin a = sin 2a = 2 sin a cos a

なので、やはり 0 < a < π なので、cos a = 1
2 つまり a = π

3。

以上より最大・最小となる点の候補は (a, b) = (π3 ,
π
3 )のみであ

り、その点での f の値は 3
2 である。

ここで定義域 D に境界点を付けて得られる集合 E =

{(x, y) | x, y ≥ 0, x + y ≤ π} は有界閉集合なので、連続
関数 f(x, y) は E 上で最大値と最小値を取る。境界点のう

ち x = 0 を満たすものは f(0, y) = 1 + cos y − cos y = 1

となり、同様にして f(x, 0) = 1 で、x + y = π の場合も

f(x, y) = cosx+cos y+1 = cosx− cosx+1 = 1となる。つ

まり境界点においては f の値は常に 1 である。ここで f(x, y)

は (x, y) = (π3 ,
π
3 )または境界点で最大・最小となるので、最大

は (x, y) = (π3 ,
π
3 )で最小は境界点でそれぞれ達成する。

以上より x = y = z = π
3 の時に最大値

3
2 を達成し、最小と

なる点はない。

注意　 a, bに関する方程式は三角関数の和積公式を使って、

− sin a+ sin(a+ b) = 2 cos

(
a+

b

2

)
sin

b

2
= 0,

− sin b+ sin(a+ b) = 2 cos
(
b+

a

2

)
sin

a

2
= 0

と変形することでも解くことができます。

上記の解答例では束縛条件を使って 1 文字消去しましたが、

ラグランジュの未定乗数法により解答することもできます。

別解　 束縛条件

φ(x, y, z) = x+ y + z − π = 0, (x, y, z > 0)

のもとで関数

f(x, y, z) = cosx+ cos y + cos z

の最大・最小を考える。ラグランジュの未定乗数法により

(x, y, z) = (a, b, c)で極値を取るならば

− sin a− λ = 0, − sin b− λ = 0, − sin c− λ = 0

より sin a = sin b = sin c = −λ を満たす λ が存在する。こ

れを解くと、（中略）、(a, b, c) = (π3 ,
π
3 ,

π
3 ) であることがわ

かる。境界点の取り扱いは上記の解答例と同様で、最終的に

x = y = z = π
3 の時に最大値

3
2 を達成し、最小となる点はない

ことがわかる。



宿題 22� �
二変数関数

f(x, y) =
1

2
x2 − 1

4
y4 − 1

2
y2 + xy − 3x

に対して
inf
x∈R

sup
y∈R

f(x, y)

の値を求めよ。� �
解答例を見ればわかる通り、最終的に停留点 fx(x, y) =

fy(x, y) = 0を求めることになりますが、そこに至るまでがこ

の問題の重要な点のつもりです。

解答　 x ∈ R を固定するごとに f(x, y) は |y| → ∞ で

f(x, y) → −∞より y について最大値を達成しその点 (x, y)で

fy(x, y) = −y3 − y + x = 0

を満たす。fy(x, y) は y について狭義単調減少なので、x ∈ R
ごとに上の方程式 y3 + y − x = 0を満たす y ∈ Rがただ一つ
存在しそこで f(x, y)は y について最大値を達成する。

あとは fy(x, y) = 0を満たしつつ f(x, y)を最小にするとい

う問題になる。よって、fyy(x, y) = −3y2 − 1 < 0が常に成り

立つことに注意して、ラグランジュの未定乗数法より最小とな

る (x, y)においては

fx(x, y)− λfyx(x, y) = 0, fy(x, y)− λfyy(x, y) = 0

となる λ ∈ R が存在する。ここで fy(x, y) = 0 であるから、

λfyy(x, y) = 0つまり λ = 0なので、fx(x, y) = 0となる。以

上より

fx(x, y) = x+ y − 3 = 0, fy(x, y) = −y3 − y + x = 0

で、x = −y + 3から xを消去すると

y3 + 2y − 3 = (y − 1)(y2 − 3y + 3) = 0.

よって y = 1しか解はなく、その時 x = 2である。

あとはどうにかすればこの x = 2のとき最小を達成すること

がわかるので、問題の答えは f(2, 1) = − 11
4 である。


