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問題 11� �
次の極限を求めよ。

(1) lim
(x,y)→(0,0)

x2 − x− y2 + y

x− y
.

(2) lim
(x,y)→(0,0)

x+ y√
x2 + y2

.

(3) lim
(x,y)→(0,0)

xy(x+ y)

x2 + xy + y2
.� �

解答　

(1) 約分できて

x2 − x− y2 + y

x− y
= x+ y − 1

で x + y − 1は原点でも連続でその値は −1なので、問題

の極限は −1である。

(2) 極座標 (x, y) = (r cos θ, r sin θ)により計算すると、

x+ y√
x2 + y2

= cos θ + sin θ.

この値（の r → 0 での極限）は θ によって変わってしま

う、つまり θ = 0だと 1だが θ = −π だと −1なので、問

題の極限は存在しない。

(3) 極座標 (x, y) = (r cos θ, r sin θ)によって各 θ に対して

xy(x+ y)

x2 + xy + y2
=

cos θ sin θ(cos θ + sin θ)

1 + cos θ sin θ
r → 0 (r → 0).

よって極限値は 0と予想でき、∣∣∣∣ xy(x+ y)

x2 + xy + y2
− 0

∣∣∣∣ = | cos θ|| sin θ|| cos θ + sin θ|
1 + cos θ sin θ

r

≤ 2

1 + 1
2 sin 2θ

r ≤ 4r → 0 (r → 0).

よって極限は 0である。

問題 12� �
次の集合 E の境界 ∂E を求めて、E は開集合かどうか閉

集合かどうかそして有界かどうかそれぞれ答えよ（答えの

みでよい）。

(1) E = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1}.
(2) E = R2 \ {(0, 0)}.
(3) E = {(x, y) ∈ R2 | x > 0, y > 0, x+ y = 1}.
(4) E = {(x, y) ∈ R2 | x3 + y3 − 3xy = 0}.� �
図形としては (1) は円の周と内部、(2) は平面から 1 点をく

りぬいたもの、(3)は線分の端点を除いたもの、(4)はデカルト

の正葉線（教科書第 6章 4節例 8）です。

解答　

(1) 境界は ∂E = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}で、E は開集合

でないが閉集合である。また、E は有界である。

(2) 境界は ∂E = {(0, 0)} で、E は開集合だが閉集合でない。

また、E は有界でない。

(3) 境界は ∂E = {(x, y) ∈ R2 | x ≥ 0, y ≥ 0, x + y = 1}で、
E は開集合でも閉集合でもない。また、E は有界である。

(4) 境界は ∂E = E = {(x, y) ∈ R2 | x3 + y3 − 3xy = 0}
で、E は開集合でないが閉集合である。また、E は有界で

ない。

注意　開集合・閉集合をちゃんと判定しようとすると他はまだ

しも (4)がとても難しいですが、開集合・閉集合は連続関数の

逆像として得られる（教科書第 6章 2節問 11）ことからわかり

ます。つまり連続関数 f(x, y) = x3 + y3 − 3xy に対して、閉

区間の逆像 f−1({0}) = E は閉集合です。


